
FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE

HARALD KAJZER ZST Nr 2 im. Mariana Batko



HARALD KAJZER - DEFINICJE FUNKCJI 

TRYGONOMETRYCZNYCH
2

TRÓJKĄT PROSTOKĄTNY

http://www.zstnr2.pop.pl/zst2/matematyka/stronaXI2010/tr_prost.html
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DEFINICJA SINUSA

Sinusem kąta ostrego w trójkącie prostokątnym nazywamy 

stosunek długości przyprostokątnej przeciwległej (do tego kąta) 
do długości przeciwprostokątnej

http://www.zstnr2.pop.pl/zst2/matematyka/stronaXI2010/sin_def.html
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DEFINICJA COSINUSA

Cosinusem kąta ostrego w trójkącie prostokątnym nazywamy 

stosunek długości przyprostokątnej przyległej (do tego kąta) do 
długości przeciwprostokątnej.

http://www.zstnr2.pop.pl/zst2/matematyka/stronaXI2010/cos_def.html
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DEFINICJA TANGENSA

Tangensem kąta ostrego w trójkącie prostokątnym nazywamy 

stosunek długości przyprostokątnej przeciwległej (do tego kąta) 
do długości drugiej przyprostokątnej.

http://www.zstnr2.pop.pl/zst2/matematyka/stronaXI2010/tg_def.html
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DEFINICJA COTANGENSA

Cotangensem kąta ostrego w trójkącie prostokątnym nazywamy 

stosunek długości przyprostokątnej przyległej (do tego kąta) do 
długości drugiej przyprostokątnej.

http://www.zstnr2.pop.pl/zst2/matematyka/stronaXI2010/ctg_def.html
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DEFINICJE
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PRZYKŁADY

Uzupełnij zapisy: =sin
b

a

=cos
b

a

=tg
a

c

=ctg
a

c
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ZADANIE

Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych dla kątów  i :

5

15
cossin == 

5

10
sincos == 

2

6
==  ctgtg

3

6
==  tgctg
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ODPOWIEDZI sin, cos

5

15

10

6
cos

5

15

10

152

10

154

10

60

10

10

10

6

10

6
sin

==

==


====





POWRÓT
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ODPOWIEDZI cos, sin

POWRÓT

5

10

10

2
sin

5

10

10

102

10

10

10

2

10

2
cos

==

====




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ODPOWIEDZI tg, ctg

POWRÓT

2

6

2

6

=

=





ctg

tg
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ODPOWIEDZI ctg, tg

POWRÓT

3

6

6

2

3

6

6

62

6

6

6

2

6

2

==

====





tg

ctg
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WARTOŚCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH - HARALD 

KAJZER

DLA =30º

TRÓJKĄT PROSTOKĄTNY O KĄCIE 30º UZYSKAMY PROWADZĄC 

WYSOKOŚĆ 
W TRÓJKĄCIE RÓWNOBOCZNYM

2

11

2

2

1

60cos30sin 00 ====
a

a

a

a

2

31

2

32

3

60sin30cos 00 =====
a

a

a

a

a

h

3

3

3

1

3

2

2

1

2

3

2

1

2

1

6030 00 ======
a

a
a

a

h

a

ctgtg

3

2

1
6030 00 ===

a

h
tgctg
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DLA =60º

TRÓJKĄT PROSTOKĄTNY O KĄCIE 60º UZYSKAMY PROWADZĄC 

WYSOKOŚĆ 
W TRÓJKĄCIE RÓWNOBOCZNYM

2

3
30cos60sin 00 ==

2

1
30sin60cos 00 ==

33060 00 == ctgtg

3

3
3060 00 == tgctg
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DLA =45º

TRÓJKĄT PROSTOKĄTNY O KĄCIE 45º UZYSKAMY PROWADZĄC 

PRZEKĄTNĄ W KWADRACIE

2

2

2

2

2

1

2
45sin 0 ===

a

a

2

2

2

2

2

1

2
45cos 0 ===

a

a

1450 ==
a

a
tg

1450 ==
a

a
ctg



WARTOŚCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH - HARALD 

KAJZER

TABELA WARTOŚCI



WARTOŚCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH - HARALD 

KAJZER

DLA DOWOLYCH KĄTÓW



ZWIĄZKI MIĘDZY FUNKCJAMI 

TRYGONOMETRYCZNYMI
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ZWIĄZEK MIĘDZY tg i ctg
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ZWIĄZEK MIĘDZY sin i cos
(jedynka trygonometryczna)
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TRYGONOMETRYCZNYMI

ZWIĄZEK MIEDZY 
tg i ctg a sin i cos
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ZWIĄZEK MIEDZY sin i cos(90-)
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ZASTOSOWANIA

Mając dany sin=¾ oblicz wartości 

pozostałych funkcji trygonometrycznych.

1cossin 22 =+ 

7

73

7

3

7

4

4

3

4

7

4

3

cos

sin
=====




tg

1cos
4

3 2

2

=+









16

7

16

9
1cos2 =−=

4

7
cos = 3

7
=ctg
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ZASTOSOWANIA

Mając dany ctg=¼. Oblicz wartości 
pozostałych funkcji trygonometrycznych dla 
kąta.

4

4

1

=

=





tg

ctg

17

17

17

1
cos

17

174

17

4
sin

==

==




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ZASTOSOWANIA

Oblicz wartość wyrażenia:

00

0000

60cos30sin

39cos51sin51cos39sin



+

=
−

−+−

)6090sin(30sin

39cos)5190cos()5190sin(39sin
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000000

=


+
00
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30sin30sin

39cos39cos39sin39sin
=

+
02
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30sin
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4
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4
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2
1
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ZASTOSOWANIA

Wiedząc, że oblicz wartość 
wyrażenia:

15
4

1
cos ==  tgi





sin

sin1 2−

==
−+

=
−













sin

cos

sin

sincossin

sin

sin1 22222





cos

sin

coscos
=


ctg

60

15

154

1

4

1

15

1
==
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ZADANIA

1. Mając dany . Oblicz wartości 

pozostałych funkcji trygonometrycznych kąta .

2. Jeżeli , to 

3. Oblicz wartość wyrażenia

5

4
sin =

3

2
=tg

2

3
sin) =a

13

133
sin) =b

13

132
sin) =c

13

13
sin) =d

00

0000

30sin60cos

15cos75sin75cos15sin



+
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ODPOWIEDZI

Zad. 1. 

Zad. 2.   c.

Zad. 3. 

4

3
,

3

4
,

5

3
cos ===  ctgtg

3

4
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ZASTOSOWANIE FUNKCJI
sinus

Oblicz długość boku trójkąta oznaczonego 
literą.

20
30sin 0 x

=

10

2:/202

202

1

=

=

=

x

x

x
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ZASTOSOWANIE FUNKCJI
cosinus

Oblicz długość boku trójkąta oznaczonego 

literą.

310

2:/2320

202

3

20
30cos 0

=

=

=

=

x

x

x

x
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ZASTOSOWANIE FUNKCJI
tangens

Oblicz długość boku trójkąta oznaczonego 
literą.

20

20
1

20
450

=

=

=

x

x

x
tg
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ZASTOSOWANIE FUNKCJI
cotangens

Oblicz długość boku trójkąta oznaczonego 

literą.

320
3

360

3

3

3

60

3:/603

20

3

3

20
600

===

=

=

=

x

x

x

x
ctg
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OBLICZANIE MIAR KĄTÓW TRÓJKĄTA 

PROSTOKATNEGO

Oblicz miary katów trójkąta.

0000

0000

36549054

54369036

)3(58,0
24

14
cossin

=−==

=−==

===






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TABLICE WARTOŚCI FUNKCJI 
TRYGONOMETRYCZNYCH
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ODCZYTANIE KĄTA
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PRAKTYCZNE ZASTOSOWANIA

Oblicz wysokość budynku, jeżeli promienie słoneczne 

padają pod katem 73º, a budynek rzuca cień długości 15 m.

m

htgm

m

h
tg

492709,315

7315

15/
15

73

0

0



=

=
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ZADANIA

Oblicz długości boków trójkąta.

ODPOWIEDŹ
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ZADANIA

Oblicz miary katów trójkąta.

ODPOWIEDŻ
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ZADANIA

Dolna stacja kolejki linowej znajduje się 
na wysokości 450 mnp. Trasa kolejki 
wznosi się od poziomu pod katem 11º i 

pokonuje trasę 3 km. Na jaką wysokość 
wyjadą pasażerowie kolejki?

ODPOWIEDŹ
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ODPOWIEDZI

SLAJD NR 10

SLAJD 11

SLAJD 12

różnica wzniesień 575,4 m

3

316
,

3

38
== ba

POWRÓT

POWRÓT
00 37,536,0

10

6
cos === 

POWRÓT
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Koło trygonometryczne

HARALD KAJZER – FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ



Funkcje trygonometryczne dowolnego kąta

Dzięki zdefiniowaniu funkcji trygonometrycznych w 

układzie współrzędnych możemy posługiwać się 
funkcjami trygonometrycznymi dla dowolnie dużych 
kątów np.

40

2
sin

−
=

40

6
cos

−
=

3

1

6

2
=

−

−
=tg

3
2

6
=

−

−
=ctg
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Jednostką miary łukowej jest radian, miarę 
1 radiana maja kąty, w których promień o 
długości 1m zakreśli łuk o tej samej długości.

Miara łukowa kąta

rado 2360 =

rado =180

rado

2
90


=

rado

4
45


=

radx
o

o =
180



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Zamiana miary łukowej na stopniową

o
o

radx 


=
180

=



o

rad
180

3

2
oo 120602 =

=



o

rad
180

6

11
oo 3303011 =
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Miara łukowa jako długość jest liczbą 
rzeczywistą implikuje to możliwość 
zdefiniowania funkcji trygonometrycznych dla, 
których argumentami są liczby rzeczywiste, 
a nie kąty wyrażone w stopniach.

Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej

−→ 1;1:sin R

−→ 1;1:cos R

RCk
k

Rtg →
−

}:
2

)12(
{\:



RCkkRctg → }:{\: 
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y=sinx jest funkcją okresową o okresie podstawowym 2

Wykres funkcji y = sinx
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Wykres funkcji y = cosx

y=cosx jest funkcją okresową o okresie podstawowym 2
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y=tgx jest funkcją okresową o okresie podstawowym 

Wykres funkcji y = tgx
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y=ctgx jest funkcją okresową o okresie podstawowym 

Wykres funkcji y = ctgx
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Przesunięcie wykresu funkcji trygonometrycznej o 

wektor poziomy 







= 0,

2


u

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Przesunięcie wykresu funkcji trygonometrycznej o 

wektor pionowy   2,0 −=u

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Zmiana amplitudy wykresu funkcji 

trygonometrycznej 
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Zmiana częstotliwości wykresu funkcji 

trygonometrycznej 
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Przykład: 1
2

1
sin +−= xy
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Przykład: |1cos2| −= xy
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Przykład: |2sin| xy −=
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Równania trygonometryczne 
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Rozwiąż równanie 1sin2 =x

2

1
sin =x

6


= x 




6

5

6
lub =−=x

Ckkxikx +=+= ,2
6

5
2

6



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Rozwiąż równanie 1cos2 −=x

2

1
cos −=x 

6

5
lub

6

5
−== xx

Ckkxkx +−=+=  2
6

5
lub2

6

5
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Rozwiąż równanie 12sin2 =− x

2

1
2sin −=x 

6

11
2lub

6

7
2 == xx 

12

11
lub

12

7
== xx

Ckkxkx +=+= 
12

11
lub

12

7
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Rozwiąż równanie

.2;002sin5cos6 2 =−− xdlaxx

02sin5cos6 2 =−− xx xx 22 sin1cos −=

02sin5)sin1(6 2 =−−− xx

02sin5sin66 2 =−−− xx yx =sin

0456 2 =+−− yy

2

1

12

115
1

12

16

12

115
121 21 =

−

−
=−−=

−

+
== yy

6

5
lub

62

1
sin


=== xxx

Ckkxkx +=+= 





2
6

5
lub2

6
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Rozwiąż równanie

13sin =x

62
3


== xx

3

2
3sin


toxyfunkcjipodstawowyokres =

Ck
k

x +=
3

2

6


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Zadania

.1sin3sin2

;
2

3
2sin

;1)
2

4sin(

2 −=−

=

=+

xx

x

x


Rozwiąż równania:



Nierówności trygonometryczne 
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Rozwiąż nierówność w przedziale <0; 2>

1sin2 x

2

1
sin x











6

5
;

6


x
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Rozwiąż nierówność









−

2
;
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Rozwiąż nierówność
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