FUNKCIJE TRYGONOMETRYCZNE

HARALD KAJZER ZST Nr 2 im. Mariana Batko



TROJKAT PROSTOKATNY

N

L

kat ostry B przeciwprostokatna c

przyprostokatna b
przylegta do kata ostrego a
przeciwlegta do kata ostrego B

kat ostry a

kat prosty

przyprostokatna a
przeciwlegta do kata ostrego a
przylegta do kata ostrego B
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http://www.zstnr2.pop.pl/zst2/matematyka/stronaXI2010/tr_prost.html

N

DEFINICJA SINUSA

Sinusem kagta ostrego w tréjkgcie prostokgtnym nazywamy

stosunek dtugosci przyprostokatnej przeciwlegtej (do tego kata)
do dtugosci przeciwprostokatnej

B
[

B

cC b A

przyprostokatna przeciwlegta do kata ostrego a
a/

sina=—
e przeciwprostokatna
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DEFINICIJA COSINUSA

N

Cosinusem kata ostrego w trojkacie prostokgtnym nazywamy

stosunek dtugosci przyprostokatnej przylegtej (do tego kata) do
dtugosci przeciwprostokatne;j.

przyprostokatna przylegta do kata ostrego a

b/

cosa=—

c
\ przeciwprostokatna
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DEFINICJA TANGENSA

N

Tangensem kata ostrego w trojkacie prostokatnym nazywamy

stosunek dtugosci przyprostokatnej przeciwlegtej (do tego kata)
do dtugosci drugiej przyprostokatnej.

B

przyprostokatna przeciwlegia do kata a

a/
tga=;
\ druga przyprostokatna
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N

DEFINICJA COTANGENSA

Cotangensem kagta ostrego w trojkacie prostokagtnym nazywamy

stosunek dtugosci przyprostokatnej przylegtej (do tego kata) do
dtugosci drugiej przyprostokatne;j.

B

/ przyprostokatna przylegta do kata ostrego a

ctga=—
a
\ druga przyprostokatna
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N

DEFINICIE

. b b
smB—c th=;
_2 taB=2
001=;B—C cg[3—b
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PRZYKLADY

Uzupetnij zapisy:

b

HARALD KAJZER - DEFINICJE FUNKCJI
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sina—E

b
cosy =2
Y =y
gy — &
gy = 3
ctaa = =
ga—a




ZADANIE

N

L

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych dla katow o i B:

tga =ctgp =

ctga =tgpf =

HARALD KAJZER - DEFINICJE FUNKCJI
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Sina =cosf =

cosa =sin § =

V15

5

J10
5

w‘é‘ N‘%\




ODPOWIEDZI sina, cosp

N

Sina:\@:\@_m:\/@:\mm:z\/ﬁ:dﬁ
Jio V10 Jio0 10 10 10 5
COS,B:\/EZ\/E
J10 5
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N

ODPOWIEDZI cosa, sin

L

k-2 2 10 _2V10 _ 10
1010 H10 110 5
Sin 8 = 2 \/E
JE 5
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ODPOWIEDZI tga, ctgf

N

J6
2
J6
2

Qo =

Ctgp =

HARALD KAJZER - DEFINICJE FUNKCJI
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N

ODPOWIEDZI ctga, tgf

T B % 6 3
2 e
tgﬂ_\/é_S

HARALD KAJZER - DEFINICJE FUNKCJI
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WARTOSCI FUNKCII
TRYGONOMETRYCZNYCH




DLA o=30°

N

TROJKAT PROSTOKATNY O KACIE 30° UZYSKAMY PROWADZAC
WYSOKOSC

W TROJKACIE ROWNOBOCZNYM

1
“a
sin30°:c0360°:2—:§.izi
a 2 a 2
a3
cos30°=sin60°=D= 2 :a@_lzﬁ
a a 2 a 2
Ly
1g30° = ctge0® =2 -2 152 _ 1 _3
h aJ/3 2 aJ/3 3 3
2
1 B ctg30° =tg60° = — =+/3

WARTOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH - HARALD
KAJZER
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DLA a=60°

TR(')JKAT,P,ROSTOKATNY O KACIE 60° UZYSKAMY PROWADZAC
WYSOKOSC
W TROJKACIE ROWNOBOCZNYM

sin 60° = co0s30° = ﬁ

N |- RO

cos60° =sin 30° =

&

tg60° = ctg30° =

ctg60° =tg30° =

A

w | &

—a

WARTOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH - HARALD
KAJZER




N

DLA a=45°

TROJKAT PROSTOKATNY O KACIE 45° UZYSKAMY PROWADZAC
PRZEKATNA W KWADRACIE

A D sin4s? =& _ . .\/52\/5
av2 V2 2 2
cosds® = & -1 -\/E:\/E
. av2 V2 J2 2
tgd5° =2 =1
a
(e
®  cgas =21
a

WARTOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH - HARALD
KAJZER




TABELA WARTOSCI

30° 45° GO°
1
SICE — ﬁ E
i o 2
1
cosCE 3 Me 2
i ’ 2
s
tooe = 1 NE
cte ol «_."E 1 %

WARTOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH - HARALD
KAJZER



DLA DOWOLYCH KATOW

N

sin@ tgx sina g

cas B ctefl Bl al’] cosf | g Al

o

!

0.0000 0.0000 46 0.7193 1.0355 44

0.0175 0.0175 47 07314 1,0724 43

0.0349 0,0349 43 0.7431 1.1106 42

0.0523 0.0524 49 0.7547 1,1504 41

0.0698 0.0659 50 0,7660 1,1918 40

0.0872 0.0875 51 0.7771 1,2349 39

0,1045 0.1051 352 0.7880 1,.2799 38

0.1219 0,1228 53 0,7986 1,3270 37

0.1392 0,1405 54 0,8090 1.3764 36

.
:(,eﬁooqa\mc-uw-c

0.1584 55 0.8192 1,4281 35
0.1736 0,1763 56 0.8290 1.4826 34
0.1944 57 0,8387 1.5399 33

12
13 0,2250 0,2309 59 0.8572 1.6643 31
14 0.2493 60 0,8660 1,7321 30
15 02588 = 61 0.8746 1.8040 29
16 2867 62 0.8829 1.8807 28
17 0.2924 0.3057 63 0,8910 1,9626 27
18 0.3090 0.3249 64 0,8988 2,0503 26

90
89
88
87
86
85
34
83
82
81
80
- 79
0.2079 0.2126 78 58 0,8480 1.6003 32
77
£ 76
75
\“_J
73
72
71

19 0.3256 0.3443 65 0,9063 2,.1445 25

" N 470 NnAR4AN ™0 [ 09138 22460 24

WARTOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH - HARALD
KAJZER




ZWIAZKI MIEDZY FUNKCJAMI
TRYGONOMETRYCZNYMI



N

ZWIAZEK MIEDZY tga i ctga

L

B (1
tgqeectgy = -0 — =1
b a

HARALD KAJZER - ZWIAZKI MIEDZY FUNKCJAMI
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ZWIAZEK MIEDZY sina i coso

(jedynka trygonometryczna)

N

- sin‘a + cos’a = 1

HARALD KAJZER - ZWIAZKI MIEDZY FUNKCJAMI
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/WIAZEK MIEDZY
tga i ctga a sina | cosa

N

L

S1TLCY

COSCX

COSxY

tga =

STy

HARALD KAJZER - ZWIAZKI MIEDZY FUNKCJAMI
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N

ZWIAZEK MIEDZY sina. i cos(90-o)

L

sina = cosf = cos(90" — @)

cosa = sinfl = sin(90" — )

tgor = ctgB = ctg(90" — )
ctga = tgB = tg(90" — o)

HARALD KAJZER - ZWIAZKI MIEDZY FUNKCJAMI
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N

ZASTOSOWANIA

L

Majac dany sino.=% oblicz wartosci

pozostatych funkcji trygonometrycznych.

sin ¢ +cos’ a =1
3 3
(—j +cos’ a =1 sina 4 3
cosa /7 4
) 9 7 —
cos“a=1-—=— 4
16 16
ﬁ
COSa:ﬂ Clgar =—-

HARALD KAJZER - ZWIAZKI MIEDZY FUNKCJAMI
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N

ZASTOSOWANIA

L

Majac dany ctga=". Oblicz wartosci
pozostatych funkcji trygonometrycznych dla
kataa.

1 Sina = 4 —4\/ﬁ
Ctga:z T 7 17
i =4 4 o COSa = ! —\/1_7
Ja = T 17

HARALD KAJZER - ZWIAZKI MIEDZY FUNKCJAMI
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ZASTOSOWANIA

N

Oblicz wartos¢ wyrazenia:

sin 39° -cos51° +sin 51° - cos 39°
sin 30° - cos 60°

sin 39° -sin(90” —51°) + cos(90° —517) -c0s39°
sin 30° -sin(90° — 60°)
sin 39° -sin 39° + c0s39° -c0s39°  sin”39° +cos?39°

sin 307 -sin 30° sin? 30°

1 1
= — = 4
Gy &

HARALD KAJZER - ZWIAZKI MIEDZY FUNKCJAMI
TRYGONOMETRYCZNYMI




N

ZASTOSOWANIA

Wiedzac, ze COSa =

wyrazenia:

1 .
4 | Qo = V15 oblicz wartogé
1-sin’«a
Sin o

1-sina sina+cos’a—sin“a  cos’a

sin o sin o sin o
COS@-C0Se _ o oo 2 1L V15
sin J15 4 415 60

HARALD KAJZER - ZWIAZKI MIEDZY FUNKCJAMI

TRYGONOMETRYCZNYMI




ZADANIA

N

L

: 4
1. Majac dany Sime =z . Oblicz warto$ci
pozostatlych funkcji trygonometrycznych kata o.

2.Jezell tga =§ to

c)sina = d)sina =

a)sina:§ b)Sinazg\/E 2,13
2 13 3

3. Oblicz warto$¢ wyrazenia

sin15° - cos75° +sin 75° - cos15°

cos60° -sin 30°

HARALD KAJZER - ZWIAZKI MIEDZY FUNKCJAMI
TRYGONOMETRYCZNYMI




N

ODPOWIEDZI

L

Zad. 1.

COSOt—§ tgoc—ﬂ Clga =
5 3

Zad. 2. C.

4
Zad. 3. 3

HARALD KAJZER - ZWIAZKI MIEDZY FUNKCJAMI
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WYKORZYSTANIE FUNKCJ
TRYGONOMETRYCZNYCH DO
ROZWIAZYWANIA TROJKATOW

I ZAGADNIEN GEOMETRYCZNYCH

HARALD KAJZER — ZST NR 2 im. Mariana Batko



ZASTOSOWANIE FUNKCII

sinus

N

L

Oblicz dtugos¢ boku trojkata oznaczonego
litera.

rzyprostokatna = 0 X
przyp! sin30” =—
przeciwlegta do kata 30°

przeciwprostokatna
20 4 1 X

) 2 20
2x=20 /:2
Xx=10

HARALD KAJZER - WYKORZYSTANIE TRYGONOMETRII 32




N

ZASTOSOWANIE FUNKCII
COSINUS

L

Oblicz dtugos¢ boku trojkata oznaczonego
litera.

X
rzeciwprostokatna COS3O0 = —
Ly a— PrZechprostoka 20

A B x
przyprostokatna 2 20
przylegta do kata 30° 20\/5 —2x ['2
x =10+/3

HARALD KAJZER - WYKORZYSTANIE TRYGONOMETRII
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ZASTOSOWANIE FUNKCII

tangens

N

L

Oblicz dlugos¢ boku trojkata oznaczonego
litera.

przyprostokatna
c przylegta do kata 45° tg 450 i

20 w A X
druga przyprostokatna X= 20

20

HARALD KAJZER - WYKORZYSTANIE TRYGONOMETRII
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ZASTOSOWANIE FUNKCII
cotangens

N

L

Oblicz dlugos¢ boku trojkata oznaczonego
litera.

przyprostokatna
przylegta do kata 60°

ctg60° = 20
X

J3 20

A 3:x

J3x=60/:+/3
60 43 6043
x_\@-\@_ 3 — 2043

druga przyprostokatna

HARALD KAJZER - WYKORZYSTANIE TRYGONOMETRII 35




N

OBLICZANIE MIAR KATOW TROJKATA
PROSTOKATNEGO

L

Oblicz miary katow trojkata.
: 14

= =—=0,58(3

sin  =cosy > (3)
s B =36° =y =90° — 36° =54°
v y =54° = 5 =90° —54° = 36

A
14 B

B

C

HARALD KAJZER - WYKORZYSTANIE TRYGONOMETRII 36




TABLICE WARTOSCI FUNKCJII

TRYGONOMETRYCZNYCH

Va
N
sSiiw o tTe= o
-
e == cos ST ct= 7 £

o 0. 0000 00000 S0
1 [l b D.O017S |9
= Q. O0O359 00329 s
3 O.0s=23 O. OS2 s7
=1 0.069S O 0659 S
= 0.0 72 O.OS7S sS
S ©O.10asS O. 1051 =53
= O. 1219 O. 1225 s3
s O 1392 O.130S s8>
<> O 1561 0. 1S5S43 21
10 O 173G 0.1 763 s0
11 O.190S 0. 19-3-3 TS
(=3 0O.2079 O 2126 s
E3 02250 O 2309 7
<1 O.2a319 0. 2393 TS
IS O.2SSS O.2679 7S
1S O. 2756 O 2267 73
17 o. 2923 O. 3057 73
1S [S=TsT-19) o.3Z2ao 7=
1o O.3=>S56 O 3113 Z1
20 O, 3320 . 3630 O
=1 O.355-1 O.38539 s
=>=> O.3746 O 2010 &=
=3 O.3907 o.aAz2a4s S 7
=3 0. 31067 o_<1-31S5>= &S
=5 O 321226 O 4663 oS
=S O 3133-3 O A8 7 7 -t
=7 O. 3530 O.S09S <3
=233 0. 3695 O.S3217 o=
2o C.38a4 Oo.SSa3 1
30 0. S000 O.S773 <O
31 I- ©O.S1S50 O. 6009 so
3= 0.5299 O G249 s=
33 O.S33G 0. G593 s7
33 o.S59=> oO.GF7LES ss
35 S O_F7O0= ss
=7 ~ 0. 7536 | s3
== O.Ssi1S7F o715 | sS=

HARALD KAJZER - WYKORZYSTANIE TRYGONOMETRII
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N

ODCZYTANIE KATA

31 4+ 05130 0,6009 59
32 0,5299 0,6249 58
33 0.5446 0.6494 o,
34 0.5592 0.6745 56
35 6 0.7002 55
36 0.5878 20D S
37 : 0,7536 53
38 0,6157 0,7813 52
39 (.8098 51

0,6293

e LA S -

HARALD KAJZER - WYKORZYSTANIE TRYGONOMETRII




PRAKTYCZNE ZASTOSOWANIA

N

L

Oblicz wysokos¢ budynku, jezeli promienie stoneczne

padaja pod katem 73°, a budynek rzuca cien dtugosci 15 m.

/

: h
¥ tg73° = —— /.15
/] I = e
ST 15m-tg73° =h

A IS 15-3,2709 = 49m

HARALD KAJZER - WYKORZYSTANIE TRYGONOMETRII
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ZADANIA

N

L

Oblicz dlugosci bokow trojkata.

C

HARALD KAJZER - WYKORZYSTANIE TRYGONOMETRII
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40




ZADANIA

N

L

Oblicz miary katow trojkata.

ODPOWIEDZ

C

HARALD KAJZER - WYKORZYSTANIE TRYGONOMETRII 41




ZADANIA

N

L

Dolna stacja kolejki linowej znajduje sie
na wysokosci 450 mnp. Trasa kolejki
wznosi sie od poziomu pod katem 11° |
pokonuje trase 3 km. Na jaka wysokosc
wyjadg pasazerowie kolejki?

ODPOWIEDZ

HARALD KAJZER - WYKORZYSTANIE TRYGONOMETRII 42




ODPOWIEDZI

N

L

SLAJD NR 10
L83 | _16V3
3 3
SLAJD 11
cosﬂ:%=0,6:>,8z53°, y =37°
SLAJD 12

roznica wzniesien 575,4 m

HARALD KAJZER - WYKORZYSTANIE TRYGONOMETRII
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Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej

HARALD KAJZER — ZST NR 2 im. Mariana Batko



Koto trygonometryczne

A
\J
8 1
sinfd = 4 sina = £
I |-
£ 7 I
cosfl = — cose = —
i T P(x.y)
e Y U
tgd = = 4
gr 4 tgoy = ! :
I a
ctgfl = — clgo = — l
uy iy !
|
P(x.y) :
|
I Iy
| |
| |
Y |
| |
| |
| |
& &
-9 -8 -7 -6 -5 4 -3 12 140 2 3 4 6
X

HARALD KAJZER — FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ]




Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

N

Dzieki zdefiniowaniu funkcji trygonometrycznych w
uktadzie wspotrzednych mozemy postugiwac sie
funkcjami trygonometrycznymi dla dowolnie duzych

katow np.
? Sina = 22
40
COSx =_—6
: V40
tga = - = 1
-6 3
P(-6.-2) ctga = _—2 =3

HARALD KAJZER — FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ]




Miara tukowa kata

N

Jednostkg miary tukowej jest radian, miare
1 radiana maja katy, w ktorych promien o
dtugosci 1m zakresli tuk o tej samej dtugosci.

360° =2x rad
180° = 7 rad

' 90° = = rad
2

0 T
okolo 57 45° — Z rad

= X rad

0_

r

HARALD KAJZER — FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ]




Zamiana miary tukowej na stopniowg

N

180° o
Xrad - — =«
/A

2 180°
;?”ad = 2.60° =120°

/e

11
—grad .@Q/: 11-30° =330°
6 T

HARALD KAJZER — FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ]




Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej

N

Miara tukowa jako dtugosc jest liczba
rzeczywistg implikuje to mozliwosc
zdefiniowania funkcji trygonometrycznych dla,
ktorych argumentami sg liczby rzeczywiste,

a nie katy wyrazone w stopniach.

(2k -1z

SINNR ><-T1>  g:R\{ k e C} >R

COS:R —»><-11> ctg:R\{kz k eC}—>R

HARALD KAJZER — FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ]




Wykres funkcji y = sinx

N

B = e
=
b | Lo,

y=sinx jest funkcjg okresowg o okresie podstawowym 2x

HARALD KAJZER — FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ]




Wykres funkcji y = cosx

N

y=cosx jest funkcjg okresowg o okresie podstawowym 2x

HARALD KAJZER — FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ]




N

Wykres funkcji y = tgx

-
—— e - — - - - - - - - - - oo
20

y=tgx jest funkcjg okresowg o okresie podstawowym r

HARALD KAJZER — FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ]



Wykres funkcji y = ctgx

N

y=ctgx jest funkcjg okresowg o okresie podstawowym =«

HARALD KAJZER — FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ]




N

Przesuni¢cie wykresu funkcji trygonometrycznej o
wektor poziomy ©-|5.9]

6 y=sinx

i ™
y—szn(ﬂ:—g)

<

HARALD KAJZER — FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ]




Przesuni¢cie wykresu funkcji trygonometrycznej o
wektor pionowy G =[0,-2]

N

L

HARALD KAJZER — FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ]



Zmiana amplitudy wykresu funkcji
trygonometrycznej

N

L

HARALD KAJZER — FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ]




Zmiana czestotliwosci wykresu funkcji
trygonometrycznej

N

L

y = tg2a

DI,

ERarcuscizama g me

HARALD KAJZER — FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ]




Przyktad: y=-sin %x +1

N

1
= —8in—x 1
Yy 2 +

Yy = sinc

HARALD KAJZER — FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ]




N

Przyktad: Y

2C0SX—1|

Yy =|2cosx — 1|

y = 2cosx — 1

HARALD KAJZER — FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ]




Przyktad: Y =—|sIn 2x|

N

HARALD KAJZER — FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ]




Rownania trygonometryczne

HARALD KAJZER — ZST NR 2 im. Mariana Batko



Rozwiaz rownanie 2SIN X =1

N

. 1 T 7 5
SIN X == =D ¥=ar WX ===
6 6
L A T N e T
_ A NG 7 /)

X:%+2k7z i X:gﬂ+2k7z,keC

HARALD KAJZER — FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ]



Rozwiaz rownanie 2C0SX=-1

N

X=%7Z’+2k72’ IubX:—gﬂ+2k7zkeC
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Rozwiaz rownanie —2SIN 2X =1

L

sin2x:—1 :>2X:Z7z|ub2X:1—17z :>X=l7z|ubX:E7z
2 6 6 12 12

X=l7T+k7Z'|UbX=E7Z'+k7Z'k€C
12 12
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Rozwi13z rOwnanie
6c0s* x—5sinx—2=0dlaxe<0:27 >.

6cos’ Xx—5sinx—2=0 cos® X =1—sin* X
6(1—sin’® x)—5sinx—2=0
6—6sin’x—5sinx—2=0 SInX=Y

—6y’—-5y+4=0
5+11 \% 5-11 1
A=121y, = - ey =2 =
h=T5 12 Y2215 75
. 1 T o Y/A
SINX=—=>X=—Ilub x=—
6 6

X=%—I—2k72' |ubx=%”+2k7zkec
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Rozwi13z rOwnanie
sin3x =1

N

T T
IX=—=>X=—
2 6

27T

okres podstawowy funkcjiy =sin3x to n

A ANV AN
AU SAVAL ARV

o T 2k7zkEC

6 3
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N

Zadania

L

Rozw13z rOwnania:
Sin(4x + %) — 1

Sin 2x:—3;
2

2sin?* X —3sin x = —1.




NierOwnosci trygonometryczne
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Rozwi13z nierownos¢ w przedziale <0; 21>

2sIn X >1
&
. 1
Sin X > =
g e et o A gy 48 o g e e gyt g e i o e g e e e R B gt s . g
g > N\ - 7 2/
T O
Xel —i—
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Rozw13z nierOwnos¢

N

m
2

!
|
!
!
|
|
|
!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
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Rozw13z nierOwnos¢

3sin X+2c0s° X >3
Sin® X +C0s° X =1=>c0s” X =1—sin* X
3sin x+2(1—sin® x) >3
3sin x+2—2sin“x >3

—2sin’x+3sinx-1>0  sinx=y

—2y2+3y—1>0 A=1 ylziglzly2 :_3+1:1
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Rozw13z nierOwnosc¢

3sin X +2¢0s* X >3

N

I
O
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Rozw13z nierOwnosc¢

3sin X +2¢0s* X >3

N

. 1 T eV
sSinXe| —-1|=xe| —— |U| ——
(2 j (6 2j (2 6j

=
bo =)
>
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